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Experimentos Aleatórios 

Nós estamos todos familiarizados com a importância dos experimentos na ciência e na engenharia. A experimentação é útil para nós porque podemos supor que se realizarmos determinados experimentos em condições quase idênticas, nós chegaremos a resultados que são essencialmente os mesmos. Nessas circunstâncias, somos capazes de controlar o valor das variáveis que afetam o resultado do experimento.

Contudo, em alguns experimentos, nós não somos capazes de verificar ou controlar o valor de determinadas variáveis de modo que os resultados irão variar da realização de um experimento para a próxima, apesar das condições experimentais serem essencialmente as mesmas. Esses experimentos são denominados aleatórios. Segue abaixo um exemplo:

Exemplo 1.1. Se jogarmos um dado, o resultado do experimento será um dos números do conjunto {1,2,3,4,5,6}.

Espaços Amostrais
Um conjunto S que consiste de todos os resultados possíveis de um experimento aleatório é chamado de espaço amostral, e cada resultado é um ponto amostral. Frequentemente haverá mais de um espaço amostral para descrever os resultados de um experimento, mas apenas um desses espaços nos dá o máximo de informações.
Exemplo 1.2. Se jogarmos um dado, um espaço amostral é dado por {1,2,3,4,5,6} enquanto que outro espaço é {par, ímpar}. É óbvio, entretanto, que esse último não será adequado para determinar, por exemplo, se um resultado é divisível por 3.
É conveniente representar graficamente um espaço amostral. Em tais casos, é aconselhável usar números ao invés de letras sempre que possível.

Se um espaço amostral tem um número finito de pontos, é chamado espaço amostral finito. Se tem tantos pontos quantos são os números naturais 1,2,3..., chama-se um espaço infinito numerável. Se tem tantos pontos quantos um determinado segmento do eixo dos x, tal como 0 < x < 1, chama-se espaço amostral infinito não-numerável. Um espaço amostral finito, ou infinito numerável, é chamado frequentemente espaço discreto, enquanto que um espaço amostral infinito não numerável é um espaço não-discreto, ou contínuo.
Exemplo 1.3. O espaço amostral resultante do lançamento de um dado gera um espaço amostral discreto. Entretanto, escolhendo qualquer número, não apenas inteiros, de 1 a 10, resulta em um espaço amostral não-discreto.

Eventos

Um evento é um subconjunto A do espaço amostral S, i.é., é um conjunto de resultados possíveis. Se o resultado de um experimento é elemento de A, dizemos que o evento A ocorreu. Um evento que consiste de um único ponto de S costuma chamar-se evento simples, ou evento elementar.
Como eventos particulares temos o próprio S que é o evento certo, pois deve sempre ocorrer um elemento de S e o conjunto vazio Ø, que é o evento impossível, porque não é possível a ocorrência de um elemento de Ø .

Aplicando aos eventos de S as operações sobre conjuntos, obtemos outros eventos de S. Assim, se A e B são eventos, então

1. A U B é o evento “A ou B, ou ambos’. A U B é chamado de união de A e B.
2. A ∩ B é o evento “A e B”. A ∩ B é chamado de interseção de A e B.
3. A' é o evento “não A”. A' é chamado de complemento de A.

4. A – B = A ∩ B' é o evento “A mas não B”. Em particular, A' = S – A.

Se os conjuntos correspondentes aos eventos A e B são disjuntos, isto é, se A ∩ B = Ø, diz-se que os eventos são mutuamente excludentes. Significa isto que os eventos em questão não podem ocorrer simultaneamente. Dizemos que uma coleção de eventos A1,, A2, ..., An é mutuamente excludente se cada par da coleção é mutuamente exclusivo.
O conceito de Probabilidade

Em qualquer experimento aleatório, há sempre uma incerteza quanto à ocorrência, ou não, de determinado evento. A fim de obtermos uma medida de chance, ou probabilidade, com que podemos esperar a ocorrência de um determinado evento, é conveniente atribuirmos um número entre 0 e 1. Se temos a certeza de que o evento ocorrerá, dizemos que a probabilidade é 100%, ou 1. Se estamos certos de que ele não ocorrerá, dizemos que a probabilidade é zero. Se, por exemplo, a probabilidade é de ¼, dizemos que há uma chance de 25% de ocorrência, e uma chance de 75% de não-ocorrência. Equivalentemente, que as chances contra sua ocorrência são de 75% para 25%, ou de 3 para 1.

Há dois processos importantes para se obter a estimativa da probabilidade de um evento.

1. Método clássica: Se um evento pode ocorrer de h maneiras diferentes, em um total de n maneiras possíveis, todas igualmente prováveis, então a probabilidade do evento é h/n.
2. Método por freqüência: Se após n repetições de um experimento, n suficientemente grande, se observam h ocorrências de determinado evento, então a probabilidade do evento é h/n. Essa probabilidade é chamada também de probabilidade empírica.
Tanto o método clássico ou por freqüência apresentam sérias dificuldades, o primeiro porque a expressão “igualmente provável” é vaga e o segundo porque a expressão “suficientemente grande” é igualmente vaga. Por causa dessas dificuldades, os matemáticos foram levados a procurar uma definição axiomática da probabilidade.

Os axiomas da probabilidade

Suponhamos um espaço amostral S. Se S é discreto, todos os subconjuntos correspondem a eventos, e por outro lado; se S é não-discreto, apenas determinados subconjuntos (chamados mensuráveis) é que representam eventos. A cada evento A na classe C de eventos associamos um número real P(A). P é uma função de probabilidade, e P(A) é a probabilidade do evento A, desde que sejam satisfeitos os seguintes axiomas.
Axioma 1. Para todo evento A da classe C, P(A) > 0

Axioma 2. Para o evento certo S da classe C, P(S) = 1

Axioma 3. Para um número qualquer de eventos mutuamente excludentes A1, A2, da classe C, P(A1 U A2 U...) = P(A1) + P(A2) +...

Em particular, para dois eventos mutuamente excludentes A1 e A2, P(A1 U A2) = P(A1) + P(A2).

Alguns teoremas importantes sobre probabilidades
Com base nos resultados acima, podemos agora provar vários teoremas sobre probabilidade, importantes para o nosso trabalho.
Teorema 1-1: Se A1 
Teorema 1-2: Para todo evento A, 0 < P(A) < 1, i.é, a probabilidade está sempre entre 0 e 1.

Teorema 1-3: Para Ø, o conjunto vazio, P(Ø) = 0, isto é, o evento é impossível e tem probabilidade zero.
Teorema 1-4: Se A' é o complemento de A então, P(A') = 1 – P(A)

Teorema 1-5: Se A = A1 U A2 U... An, onde A1, A2,... An  são eventos mutuamente excludentes, então 
P(A) = P(A1) + P(A2)  + ... + P(An).

Teorema 1-6: Se A e B são dois eventos quaisquer, então 

P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B).
Mais geralmente, se A1, A2, A3 são três eventos quaisquer, então
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Generalizações para n eventos também podem ser feitas.
Teorema 1-7: Para quaisquer eventos A e B,  P(A) = P(A ∩ B) + P(A ∩ B')

Atribuição de probabilidades
Se um espaço amostral consiste de um número finito de resultados a1, a2,...,an, então, pelo Teorema 1-5,

P(A1) + P(A2) + ... + P(An) = 1 , onde A1, A2,...,An são eventos elementares dados por 

Ai = {ai}.

Decorre daí que podemos escolher arbitrariamente quaisquer números não-negativos para probabilidades desses eventos simples, desde que a equação anterior seja satisfeita. Em particular, se admitirmos probabilidades iguais para todos os eventos simples, então


[image: image2.wmf](

)

n

k

n

A

P

k

,

,

2

,

1

,

1

L

=

=


E se A é um evento formado por h desses eventos simples, temos
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Isso equivale ao método clássico de cálculo da probabilidade. Poderíamos, é claro, utilizar outros processos para a atribuição das probabilidades, como a método de cálculo da probabilidade por freqüência.
A atribuição de probabilidade fornece um modelo matemático, cuja eficácia deve ser testada através de experimentos, precisamente da mesma maneira como se testam as teorias da física ou de outras ciências.

Lembre-se: A probabilidade de qualquer evento deve estar entre 0 e 1.
Probabilidade Condicional


Sejam A e B dois eventos com P(A) > 0. Denotemos por P(B|A) a probabilidade  de ocorrência de B, considerando que A já tenha ocorrido. Como A ocorreu, A passa a ser o novo espaço amostral, que vem substituir o espaço amostral original S. Isso nos leva a definição:
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Em palavras, isto nos diz que a probabilidade de ocorrência de A e B é igual à probabilidade de ocorrência A vezes a probabilidade da ocorrência de B na hipótese de A ter ocorrido. Chamamos  
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 a probabilidade condicional de B, dado A, isto é, a probabilidade de ocorrência de B, dado que A ocorreu. É fácil mostrar que a probabilidade condicional verifica os axiomas da probabilidade previamente discutidos.

Teorema sobre Probabilidade Condicional


Teorema 1-8: Para três eventos quaisquer A1, A2, A3, nós temos
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Em palavras, a probabilidade de ocorrência conjunta de A1, A2 e A3 é igual à probabilidade de ocorrência de A1 vezes a probabilidade de ocorrência de A2, sabendo-se que A1 ocorreu vezes a probabilidade de ocorrência de A3, sabendo-se que A1 e A2 ocorreram.


Teorema 1-9:  Se um experimento A deve ter como resultado um dos eventos mutuamente excludentes A1, A2, ... , An, então

[image: image8.wmf])

A

 

|

)P(A 

P(A

)

A

 

|

)P(A 

P(A

)

A

 

|

)P(A 

P(A

 

 

P(A)

n

n

2

2

1

1

+

+

+

=

L


Eventos Independentes


Se P(B|A) = P(B), isto é, se a probabilidade de ocorrência de B não é afetada pela ocorrência ou não de A, dizemos que A e B são eventos independentes. Isto equivale a

[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

=

Ç



Se essa equação se verifica, A e B são independentes.                                                                                                                     
Dizemos que três eventos  A1, A2 e A3 são independentes se eles são independentes dois a dois
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Ambas expressões devem ser satisfeitas de maneira que os eventos serem independentes. É fácil generalizar para mais de três eventos.

Atenção!

Para utilizar essa regra da multiplicação, todos os eventos devem ser independentes.

Teorema  ou Regra de Bayes


Sejam A1, A2, ... , An eventos mutuamente excludentes, cuja união é o espaço amostral S, isto é, um dos eventos deve forçosamente ocorrer. Então, se A é um evento,  temos o seguinte Teorema:


Teorema 1-10 (Teorema de Bayes):
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Este teorema nos permite determinar as probabilidades dos vários eventos A1, A2, ... , An, que podem ser a causa da ocorrência de A. Por este razão, o teorema de Bayes é mencionado freqüentemente como teorema da probabilidade de causas.

Analise Combinatória


Em muitos casos, o número de pontos do espaço amostral não é muito grande, permitindo assim a enumeração ou contagem direta dos pontos amostrais necessários para a determinação de probabilidades. Surgem, entretanto, problemas em que essa contagem é praticamente impossível. Em tais casos, lança-se mão da análise combinatória, que pode ser encarada como um processo sofisticado de contagem.

Princípio Fundamental da Contagem


Se um resultado pode ser obtido de n1 maneiras diferentes; e se, após isso, um segundo resultado pode ser obtido de n2 maneiras diferentes; .... , e, finalmente, se um k-ésimo resultado pode ser obtido de nk maneiras diferentes, então, todos os k resultados podem ser obtidos, na ordem especificada, de 
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maneiras diferentes.

Permutações


Sejam dados n objetos distintos,  queremos dispor r desses objetos em uma fileira. Como há n maneiras de escolher o primeiro objeto, e após disso, n-1 maneiras de escolher o segundo, ... , e finalmente n-r + 1 maneiras de escolher o r-ésimo objeto, decorre do princípio fundamentam da contagem que o número de arranjos ou permutações distintas é dado por
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Note que o produto tem r fatores. 
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é o número de arranjos de n objetos tomados r em cada vez.


Exemplo 1.4. É necessário sentar 5 homens e 4 mulheres em uma fileira de modo que as mulheres ocupem os lugares pares. Quantos arranjos são possíveis?


Os homens podem estar sentados de 
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 maneiras, e as mulheres de 
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 maneiras. Cada arranjo dos homens pode estar associado a cada arranjo das mulheres. Logo
              Número de arranjos = 
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No caso particular r = n, escreve-se
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que é o fatorial de n. Podemos escrever essa fórmula em termos fatoriais:
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Se r = n, vê-se que as duas equações anteriores concordam somente se convencionarmos que 0! = 1. Este será, com efeito, a definição de 0!


Suponha que um conjunto consista de n objetos, dos quais n1 são de um determinado tipo (isto é, não se distinguem entre si), n2 de um segundo tipo, .... , nk de um k-ésimo tipo. Naturalmente, n = n1 + n2 + ... + nk. Então, o número de permutações distintas dos n objetos é
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Combinações


Nas permutações, estamos interessados na ordem dos objetos. Por exemplo, abc é uma permutação distinta de bca. Em muitos problemas, entretanto, interessa-nos apenas a escolha dos objetos, sem distinção da ordem em que eles aparecem. Tais escolhas são chamadas combinações. Por exemplo, abc e bca representam a mesma combinação.


O número total de combinações de r objetos escolhidos dentre n (também chamado combinações de n objetos tomados r a cada vez) é denotado por 
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Podemos escrever também

[image: image25.wmf](

)

(

)

!

!

1

1

r

P

r

r

n

n

n

r

n

r

n

=

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

L



É fácil mostrar que
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Exemplo 1.5.  A partir de 7 consoantes e 5 vogais, quantas palavras podem ser formadas consistindo de 4 consoantes diferentes e 3 vogais diferentes? As palavras não precisam ter significado.


As quatro consoantes diferentes podem ser selecionados de 
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 maneiras, as três vogais diferentes podem ser selecionadas de 
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 maneira, e as sete letras resultantes podem ser arranjadas entre elas de 
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 maneiras. Assim,


Número de palavras = 
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Coeficientes Binomiais


Costuma-se designar os números das fórmulas de combinação como coeficientes binomiais, pelo fato de os mesmo aparecerem no desenvolvimento binomial
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Aproximação de Stirling para n!


Quando n é grande, o cálculo de n! torna-se praticamente impossível. Em tais casos, utiliza-se a fórmula aproximativa
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Onde e = 2,71828...  é a base dos algoritmos naturais. O símbolo ~ significa que a razão dentre o membro esquerdo e o membro direito tende para 1 quando n → ∞.


A tecnologia da computação obscureceu bastante o valor da fórmula de Stirling para cálculos numéricos, entretanto, a aproximação continua válida para estimativas teóricas.
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